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FRE´DE´RIC ROCHON
0.1D; Re´vise´: Le 10 mai 2007; Compile´: 14 juillet 2018
Re´sume´. Les groupes d’homotopie du groupe (stabilise´) G0(X) des ope´rateurs
pseudodiffe´rentiels inversibles d’ordre ze´ro agissant sur une varie´te´ compacte
sans bord X sont calcule´s en termes de la K-the´orie du fibre´ cosphe´rique S∗X.
Du meˆme coup, on montre que le sous-groupe des perturbations compactes
inversibles de l’identite´ est faiblement re´tractile dans G0(X). Les re´sultats sont
aussi adapte´s au cas des ope´rateurs suspendus. Des applications a` la the´orie
de l’indice et pour le de´terminant re´siduel de Simon Scott sont aussi donne´es.
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Introduction
Soit X une varie´te´ compacte et sans bord de classe C∞ de dimension supe´rieure
a` ze´ro. Le groupe G0(X) des ope´rateurs pseudodiffe´rentiels inversibles d’ordre ze´ro
agissant sur C∞(X) est un objet important en ge´ome´trie et en analyse. En the´orie
de l’indice, la version suspendue de ce groupe apparaˆıt lorsqu’on veut de´crire
l’ope´rateur normal d’un ope´rateur a` cusp fibre´ totalement elliptique. C’est aussi
sur le groupe G0(X) (ou un espace relie´) que plusieurs fonctionnelles jouant le roˆle
de de´terminant ont e´te´ introduites et e´tudie´es, voir par exemple les travaux de
Kontsevich et Vishik [10], de Scott [32], de Paycha et Scott [30] et de Friedlander
et Guillemin [7]. Dans le cas des ope´rateurs suspendus, Melrose dans [19] a de´fini
sur le groupe G0sus(X) des ope´rateurs suspendus inversibles d’ordre ze´ro une fonc-
tionnelle jouant le roˆle de l’invariant eta introduit par Atiyah, Patodi et Singer [2].
L’auteur tient a` remercier le Fonds que´be´cois de la recherche sur la nature et les technologies
pour son soutien financier.
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Cette fonctionnelle a e´te´ e´tudie´e entre autres dans les travaux de Moroianu [26], de
Lesch, Moscovici et Pflaum [15] et de Melrose et al. [19], [21],[24],[22].
Il apparaˆıt donc souhaitable d’avoir une bonne compre´hension topologique du
groupe G0(X). Dans cet article, on se propose d’utiliser les me´thodes de´veloppe´es
dans [31] pour e´tudier la topologie du groupeG0(X) des ope´rateurs pseudodiffe´rentiels
inversibles d’ordre ze´ro. Pour ce faire, on doit dans un premier temps stabiliser
la situation, c’est-a`-dire permettre a` ces ope´rateurs d’agir sur un fibre´ vectoriel
complexe de rang arbitrairement grand. Dans ce cas, on peut calculer les groupes
d’homotopie de ce groupe en termes de la K-the´orie du fibre´ cosphe´rique S∗X de
X (The´ore`me 1). Tout comme dans [31], on remarque qu’il y a une pe´riodicite´,
a` savoir que les groupes d’homotopie pairs et impairs sont isomorphes entre eux.
Ce re´sultat est obtenu en conside´rant le sous-groupe G−1(X) ⊂ G0(X) des per-
turbations compactes inversibles de l’identite´. Celui-ci, avec le symbole principal,
de´termine une fibration de Serre a` laquelle est associe´e une longue suite exacte de
groupes d’homotopie. En montrant que l’homomorphisme de bord est surjectif, on
peut alors obtenir le re´sultat sans trop de difficulte´. Notons que dans le cas ou`
X = S1 est un cercle, Melrose dans ([18], § 12) a montre´ qu’il est possible d’obtenir
un sous-groupe faiblement contractile de G0(S1) en imposant certaines contraintes
supple´mentaires sur le symbole principal (voir plus bas la discussion dans le § 4).
Une autre conse´quence inte´ressante de la surjectivite´ de l’homomorphisme de
bord est que le groupe G−1(X) est faiblement re´tractile dans G0(X) (The´ore`me 2),
c’est-a`-dire que si M est un CW -complexe avec un nombre fini de cellules (e.g. une
varie´te´ compacte) et si f : M → G−1(X) est une application continue, alors dans
G0(X), f est homotope a` une application constante.
On montre aussi que la me´thode peut eˆtre adapte´e pour calculer les groupes
d’homotopie de l’espace des ope´rateurs pseudodiffe´rentiels inversibles l fois suspen-
dus. Dans ce cas, les groupes d’homotopie sont exprime´s a` partir de la K-the´orie
du fibre´ cosphe´rique
S∗X(X × Rl) := (T ∗X × Rl \ {0})/R+.
Ces re´sultats donnent lieu a` une application relie´e a` la the´orie de l’indice pour
les ope´rateurs a` cusp fibre´. On montre entre autres qu’un ope´rateur a` cusp fibre´
totalement elliptique ayant un ope´rateur normal dont le symbole principal est
donne´ par l’identite´ peut toujours eˆtre de´forme´ (apre`s stabilisation) par une famille
d’ope´rateurs totalement elliptiques de sorte que son ope´rateur normal devienne
l’identite´, au prix bien entendu de modifier le symbole principal a` l’inte´rieur. Les
the´ore`mes 1 et 2 peuvent aussi eˆtre utilise´s pour montrer que le de´terminant re´siduel
de Simon Scott [32] peut eˆtre de´fini globalement sur la composante connexe de
l’identite´ dans G0(X) (The´ore`me 5). L’auteur a re´cemment appris que Jean-Marie
Lescure et Sylvie Paycha dans [16] ont obtenu un re´sultat similaire en utilisant des
me´thodes diffe´rentes.
L’article est organise´ comme suit. Dans le § 1, on de´crit comment stabiliser le
groupe G0(X). La fibration de Serre qui donne lieu a` la longue suite exacte de
groupes d’homotopie est ensuite introduite dans le § 2. Le § 3 donne une descrip-
tion de l’homomorphisme de bord en termes d’un indice de famille d’ope´rateurs, ce
qui permet de montrer sa surjectivite´. Le calcul des groupes d’homotopie de G0(X)
est donne´ dans le § 4. Dans le § 5, on adapte les re´sultats au cas des ope´rateurs
suspendus. Dans le § 6, on discute d’une application de ces re´sultats en the´orie
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de l’indice pour les ope´rateurs a` cusp fibre´. Enfin, dans le § 7, on donne une des-
cription topologique du de´terminant re´siduel de Simon Scott et on montre que ce
de´terminant admet une de´finition globale.
Remerciements. L’auteur remercie cordialement Richard Melrose pour plusieurs
discussions stimulantes sur le sujet. L’auteur remercie aussi Sergiu Moroianu pour
plusieurs remarques et suggestions importantes, notamment concernant le dernier
paragraphe de cet article. Enfin, l’auteur tient a` remercier le referee pour ses com-
mentaires constructifs et de´taille´s.
1. Stabilisation
Soit X une varie´te´ compacte sans bord de classe C∞ de dimension supe´rieure
a` ze´ro et soit E → X un fibre´ vectoriel complexe sur X . Dans cet article, on se
propose d’e´tudier la topologie du groupe
(1.1) G0(X ;E) := {P ∈ Ψ0(X ;E) | P est inversible}
des ope´rateurs pseudodiffe´rentiels (classiques polyhomoge`nes) inversibles d’ordre
0 agissant sur les sections de E. Plus pre´cise´ment, on calculera les groupes d’ho-
motopie de ce groupe muni de la topologie induite par celle de Ψ0(X ;E). Comme
mentionne´ dans l’introduction, on doit toutefois d’abord stabiliser la situation, c’est-
a`-dire permettre au fibre´ vectoriel E d’avoir un rang arbitrairement large. De cette
fac¸on, la pe´riodicite´ de Bott entre en jeu et permet d’obtenir un re´sultat relative-
ment simple. En fait, en the´orie de l’indice, c’est vraiment cette situation qui est
d’inte´reˆt.
Pour re´aliser une telle stabilisation concre`tement, soit S1 le cercle unite´ dand C.
Suivant une ide´e de Richard Melrose (cf. [18]), conside´rons a` la place de G0(X ;E)
le groupe d’ope´rateurs
(1.2) G0(X) := {Id+Q | Q ∈ C∞(S1 × S1; Ψ0(X)), Id+Q est inversible}
agissant sur C∞(X × S1), un ope´rateur Q ∈ C∞(S1 × S1; Ψ0(X)) agissant sur f ∈
C∞(X × S1) par
(Qf)(x, θ) =
∫
S1
(Q(θ, θ′)fθ′)(x)dθ′
ou` θ ∈ [0, 2π) est la coordonne´e angulaire usuelle sur S1 et la fonction fθ′ ∈ C∞(X)
est donne´e par
fθ′(x) := f(x, e
iθ′), x ∈ X, θ′ ∈ [0, 2π), eiθ′ ∈ S1.
En termes de la base orthonormale de L2(S1) donne´e par les fonctions propres e
ikθ√
2pi
,
k ∈ Z de l’ope´rateur d
dθ
, un ope´rateur Q ∈ C∞(S1×S1; Ψ0(X)) peut eˆtre de´crit par
une matrice Z× Z avec coefficients
(1.3) akl :=
1
2π
〈e−ikθ ;Qeilθ〉L2(S1) ∈ Ψ0(X), k, l ∈ Z
de´croissant rapidement vers ze´ro lorsque |k|+ |l| → ∞.
Soit F → X un autre fibre´ vectoriel complexe tel que E⊕F s’identifie avec le fibre´
trivial Cn de rang n (pour n assez grand). En identifiant Cn avec le sous-espace
vectoriel de L2(S1) ayant pour base {1, eiθ, . . . , ei(n−1)θ}, on peut alors regarder
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E comme un sous-fibre´ vectoriel de X × L2(S1) → X , ce qui donne lieu a un
plongement1
(1.4)
G0(X ;E) ⊂ G0(X)
P 7→ Id+(P − IdE),
l’ope´rateur IdE : X×L2(S1)→ X×L2(S1) e´tant donne´ par la projection orthogonale
sur E.
C’est un tel plongement qui permet de voir G0(X) comme la stabilisation de
G0(X ;E), puisque dans G0(X), un ope´rateur peut agir sur un sous-fibre´ vectoriel
de X × L2(S1) → X de rang arbitrairement large. D’un autre coˆte´, la condition
de de´croissance rapide sur les coefficients (1.3) permet toujours d’approximer un
ope´rateur de G0(X) par un autre ope´rateur de G0(X) agissant sur un sous-fibre´
vectoriel de L2(S1) de rang fini.
Remarquons que pour de´finir le groupe G0(X), on aurait pu tout aussi bien
prendre une varie´te´ compacte sans bord a` la place du cercle. Cela aurait donne´ lieu
a` la meˆme structure de groupe topologique. A` la place de G0(X), on aurait pu aussi
prendre la limite te´lescopique2
lim
n→+∞
G0(X ;Cn)
de´finie via les inclusions G0(X ;Cn) ⊂ G0(X ;Cn+1) pour n ∈ N. A` strictement
parler, la topologie de cet espace est le´ge`rement diffe´rente de celle de G0(X), mais
conduit au meˆme type d’homotopie.
2. La fibration de Serre associe´e
Un des sous-groupes importants de G0(X) est donne´ par
(2.1) G−1(X) := {Id+Q | Q ∈ C∞(S1 × S1; Ψ−1(X)), Id+Q est inversible},
le sous-groupe des perturbations compactes inversibles de l’identite´. Il donne lieu a`
une suite exacte a` gauche
(2.2) 0→ G−1(X) →֒ G0(X) σ−→ C∞(S∗X ;G−∞(S1))
ou` S∗X := (T ∗X \X)/R+ est le fibre´ cosphe´rique,
G−∞(S1) := {Id+A | A ∈ Ψ−∞(S1), Id+A est inversible}
est le groupe des perturbations re´gularisantes inversibles de l’identite´ sur S1 et
σ : G0(X)→ C∞(S∗X ;G−∞(S1))
est l’application qui, a` un ope´rateur donne´, lui associe son symbole principal. L’ap-
plication σ n’est toutefois pa surjective du fait que la condition d’inversibilite´ impose
certaines restrictions sur les valeurs possibles du symbole principal. En effet, comme
le groupe G−∞(S1) est un espace classifiant pour la K-the´orie impaire, on obtient
une application
h : C∞(S∗X ;G−∞(S1))→ K1(S∗X)
qui a` un e´le´ment s ∈ C∞(S∗X ;G−∞(S1)) associe sa classe d’homotopie. Si d’autre
part
δ : K1(S∗X)→ K0c (T ∗X) ∼= K0(T ∗X,S∗X)
1 Ce n’est pas n’importe quelle identification de E avec un sous-fibre´ vectoriel de X×L2(S1)→
X qui donne lieu a` un tel plongement.
2suivant la terminologie de Bott et Tu ([6], p.241)
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de´note l’homomorphisme de bord de la suite exacte a` six termes associe´e a` la paire
(T ∗X,S∗X) ou` S∗X ⊂ T ∗X est vu comme le bord de la compactification radiale
T ∗X du fibre´ cotangent T ∗X , alors l’indice d’un ope´rateur Id+Q ∈ G0(X), via le
the´ore`me d’Atiyah-Singer [4] est donne´ par
inda(Id+Q) = indt ◦δ ◦ h ◦ σ(Id+Q)
ou` indt : K
0
c (T
∗X) → Z est l’indice topologique de Atiyah-Singer. Comme Id+Q
est par de´finition un ope´rateur inversible, son indice est ne´cessairement ze´ro, ce qui
impose une restriction sur la classe d’homotopie de son symbole principal.
De´signons par S0(X) le noyau de l’application
indt ◦δ ◦ h : C∞(S∗X ;G−∞(S1))→ Z.
Lemme 2.1. L’application σ associe´e au symbole principal d’un ope´rateur donne
lieu a` la suite exacte
0→ G−1(X) →֒ G0(X) σ−→ S0(X)→ 0.
De´monstration. Par la discussion pre´ce´dente, on sait que
σ(G0(X)) ⊂ S0(X)
et que la suite est exacte a` gauche. Il suffit donc de montrer que l’application σ
est surjective. Soit p ∈ S0(X) un e´le´ment donne´, alors on sait au moins qu’il existe
P ∈ Id+C∞(S1 × S1; Ψ0(X)) avec symbole principal donne´ par p :
σ(P ) = p.
Cet ope´rateur n’a a priori aucune raison d’eˆtre inversible. Toutefois, son indice
est ne´cessairement nul, puisque d’apre`s le the´ore`me d’Atiyah-Singer [4], celui-ci est
donne´ par
inda = indt ◦δ ◦ h(p) = 0.
Le noyau et le conoyau de P ont donc la meˆme dimension. Si Q : kerP → kerP ∗
repre´sente un choix d’isomorphisme entre ces derniers, on peut alors, en posant
Q = 0 sur le comple´ment orthogonal de kerP dans L2(X × S1), interpre´ter Q
comme e´tant un e´le´ment de C∞(S1 × S1; Ψ−∞(X)). De cette fac¸on, on obtient que
P +Q ∈ G0(X) est inversible avec symbole principal σ(P +Q) = p, ce qui donne
le re´sultat cherche´. 
La suite exacte du lemme pre´ce´dent est en fait une fibration localement triviale.
Il suffit de choisir une application de quantification
q : C∞(S∗X ; Id+Ψ−∞(S1))→ Ψ0(X).
Comme G0(X) est ouvert dans Ψ0(X), on obtient alors facilement des sections
locales de σ : G0(X) → S0(X) en utilisant l’application de quantification q. En
particulier, cette fibration localement triviale est une fibration de Serre, ce qui veut
dire qu’on a une longue suite exacte pour les groupes d’homotopie
(2.3) · · ·πk(G−1(X))→ πk(G0(X)) σ→ πk(S0(X)) ∂→ πk−1(G−1(X))→ · · ·
· · · → π1(S0(X)) ∂→ π0(G−1(X))→ π0(G0(X)) σ→ π0(S0(X)).
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C’est par le biais de cette longue suite exacte que nous allons calculer les groupes
d’homotopie de G0(X). En effet, on sait que G−1(X) est un espace classifiant pour
la K-the´orie impaire, donc ses groupes d’homotopie sont donne´s par
(2.4) πk(G
−1(X)) ∼=
{
Z, k impair,
{0}, k pair.
De plus, comme G−∞(S1) est aussi un espace classifiant pour la K-the´orie impaire,
on peut ve´rifier que pour k > 0,
(2.5)
πk(S0(X)) ∼= [Sk(S∗X);G−∞(S1)]
∼= K−k−1(S∗X)
ou` Sk(S∗X) de´note la k-suspension de S∗X , alors que pour k = 0, on a
(2.6) π0(S0(X)) ∼= ker[indt ◦δ : K1(S∗X)→ Z]
essentiellement par de´finition de S0(X).
Une bonne compre´hension de l’homomorphisme de bord
∂ : πk(S0(X))→ πk−1(G−1(X))
nous permettra donc de calculer les groupes d’homotopie de G0(X).
3. Caracte´risation de l’homomorphisme de bord ∂
Dans cette section, nous allons interpre´ter l’homomorphisme de bord comme
e´tant un indice de famille d’ope´rateurs de Fredholm. E´tant donne´ une application f :
Sk → S0(X) envoyant le point de base de Sk (choisi au pre´alable) sur l’application
identite´, on peut relever celle-ci dans l’espace Id+C∞(S1 × S1; Ψ0(X)), c’est-a`-dire
qu’il existe une application
f˜ : Sk → Id+C∞(S1 × S1; Ψ0(X))
telle que σ ◦ f˜ = f . Comme le symbole principal de la famille d’ope´rateurs de´finie
par f˜ est inversible, l’application f˜ de´finit une famille d’ope´rateurs de Fredholm
agissant sur l’espace de Hilbert H := L2(X × S1) que l’on de´notera
fˆ : Sk → F(H)
ou` F(H) repre´sente l’espace des ope´rateurs (borne´s) de Fredholm agissant sur
L2(X ×S1). En choisissant f˜ de fac¸on approprie´e, on peut toujours supposer que f˜
envoie le point de base de Sk sur l’identite´ dans F(H). Comme on peut le ve´rifier
aise´ment, la classe d’homotopie [fˆ ] ∈ πk(F(H)) de´finie par fˆ ne de´pend que de la
classe d’homotopie [f ] ∈ πk(S0(X)) associe´e a` f . De cette fac¸on, on de´finit donc
une application
(3.1)
q : πk(S0(X)) → πk(F(H))
[f ] 7→ [fˆ ].
D’un autre coˆte´, commeG−1(X) est un espace classifiant pour laK-the´orie impaire,
on a une identification
(3.2) πk−1(G−1(X)) ∼= K˜−1(Sk−1) ∼= K˜0(Sk)
ou` K˜ de´note la K-the´orie re´duite pour un espace muni d’un point de base.
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Proposition 3.1. Vu comme une application
∂ : πk(S0(X))→ K˜0(Sk)
en utilisant l’identification (3.2), l’homomorphisme de bord ∂ est donne´ par ∂ =
ind ◦q ou`
ind : πk(F(H))→ K˜0(Sk)
est l’indice de famille d’ope´rateurs de Fredholm tel que de´fini dans l’appendice de
[1].
De´monstration. La preuve est essentiellement la meˆme que dans ([31], proposition
8.15). Nous donnerons tout de meˆme une preuve en re´fe´rant a` [31] pour plus de
de´tails.
Soit f : Sk → S0(X) une application repre´sentant la classe d’homotopie [f ] ∈
πk(S0(X)) et soit f˜ : Id+C∞(S1× S1; Ψ0(X)) un choix de rele`vement, de sorte que
vu comme une famille d’ope´rateurs de Fredholm
fˆ : Sk → F(H),
on ait q([f ]) = [fˆ ]. Sans changer la classe d’homotopie de f et f˜ , on peut supposer
que f ≡ Id, f˜ ≡ Id dans une boule ouverte Bk0 ⊂ Sk contenant le point de base de
Sk. Soit B
k
1 ⊂ Sk le comple´ment de Bk0 dans Sk. Intuitivement, le re´sultat n’est pas
surprenant puisqu’a` la fois l’homomorphisme de bord ∂ et l’indice de famille ind ◦q
mesurent l’obstruction a` relever une application f dans G0(X).
En prenant un sous-espace V ⊂ H de codimension finie tel que ker fˆ(s)∩V = {0}
pour tout s ∈ Sk, on peut de´crire l’indice de famille de fˆ par
ind(fˆ) = [V ⊥]− [fˆ(V )⊥]
ou` V ⊥ et fˆ(V )⊥ sont des fibre´s vectoriels sur Sk. Comme l’espace B
k
1 est contractile
et que f˜
∣∣∣
∂B
k
1
≡ Id, l’indice de la famille d’ope´rateurs fˆ restreinte a` Bk1 est nul.
En choisissant V minutieusement, on peut aussi supposer que V ⊥ et fˆ(V )⊥ sont
isomorphes en tant que fibre´s vectoriels lorsque restreints a` B
k
1 (voir [31], lemme
8.14). Soit ϕ : V ⊥ → fˆ(V )⊥ un choix d’isomorphisme explicite sur Bk1 . En posant
que ϕ agit par ze´ro sur V , on obtient une famille d’ope´rateurs
φ : B
k
1 → C∞(S1 × S1; Ψ−∞(X)) ∼= Ψ−∞(X × S1).
Puisque B
k
1 est compact, il existe λ > 0 tel que
fˆ(s) + λφ(s) ∈ G0(X), ∀s ∈ Bk1 .
En renormalisant φ si ne´cessaire, on peut donc supposer que f˜+φ est une application
de la forme
f˜ + φ : B
k
1 → G0(X).
Puisque φ ∈ C∞(S1 × S1; Ψ−∞(X)) ⊂ C∞(S1 × S1; Ψ−1(X)), cette application est
aussi un rele`vement de f
σ(f˜ + φ) = f sur B
k
1 .
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De plus, e´tant donne´e que f˜ ∼= Id sur ∂Bk1 , l’application f˜ + φ prend valeur dans
G−1(X) lorsque restreinte a` ∂B
k
1 . D’autre part, par de´finition de l’homomorphisme
de bord (voir [34], §17.1), on a
∂([f ]) = [(f˜ + φ)
∣∣∣
∂B
k
1
] ∈ πk−1(G−1(X)).
E´tant donne´ que V ⊥ = f˜(V )⊥ canoniquement sur ∂B
k
1 , l’application φ prend la
forme
φ : ∂B
k
1 → End(V ⊥, V ⊥).
Or, clairement, la construction de recollement3 applique´e a` (Id+φ)−1 donne le fibre´
vectoriel virtuel [fˆ(V )⊥]− [V ⊥]. La construction de recollement applique´e a` (Id+φ)
donne donc [V ⊥]− [T (V )⊥] ce qui montre que
∂ = ind ◦q
puisque l’identification (3.2) est donne´e par la construction de recollement. 
Lemme 3.2. L’homomorphisme de bord ∂ : πk(S0(X)) → K˜0(Sk) est surjectif
pour tout k ∈ N.
De´monstration. Par la proposition pre´ce´dente, il suffit de montrer que l’application
ind ◦q est surjective. Montrons d’abord que, dans ce qui correspond en quelque sorte
au cas k = 0,
(3.3) ind ◦q : π0(S∗X ;G−∞(S1))→ Z ∼= K0(pt),
on a aussi une application surjective. Supposons que l ∈ Z est donne´. Soit alors
g : S2n−1 → G−∞(S1), n = dimX,
une application qui, via la construction de recollement de la se´rie d’identifications
(3.4)
π2n−1(G−∞(S1)) ∼= K˜0(S2n), (construction de recollement)
∼= K0(pt), (Pe´riodicite´ de Bott)
∼= Z
correspond a` l’entier l. En regardant la sphe`re S2n−1 comme e´tant donne´e par
S2n−1 ∼= B2n−1/∂B2n−1
ou` B2n−1 ⊂ R2n−1 est la boule ferme´e de rayon 1, on obtient une fonction
g˜ : B2n−1 → G−∞(S1)
qui envoie le bord de B2n−1 sur l’identite´. D’autre part, soit
i : B2n−1 →֒ S∗X
un plongement de la boule B2n−1 dans S∗X . L’application g˜ de´finit alors une ap-
plication
g˜ ◦ i−1 : i(B2n−1)→ G−∞(S1)
qui peut eˆtre e´tendue a` tout S∗X par l’identite´. Soit
f : S∗X → G−∞(S1)
3clutching construction en anglais, voir [1] pour une description.
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cette extension de g˜ ◦ i−1 a` tout S∗X . Il est alors aise´ de montrer que l’indice
topologique
indt ◦δ([f ])
associe´ a` la K-classe [f ] ∈ K1(S∗X) de f est exactement l, ce qui de´montre la
surjectivite´ de (3.3). Fort de ce re´sultat, le lemme se de´montre essentiellement
comme dans ([1], proposition A6) en utilisant un ope´rateur
T ∈ Ψ0(X ;CN) (N ∈ N assez grand)
elliptique (donc de Fredholm) d’indice −1. Un tel ope´rateur existe par la surjectivite´
de (3.3) que nous venons d’e´tablir. 
4. Les groupes d’homotopie de G0(X)
La surjectivite´ de l’homomorphisme de bord ∂ nous permet maintenant de cal-
culer les groupes d’homotopie de G0(X).
The´ore`me 1. Soit X une varie´te´ compacte sans bord de dimension supe´rieure a`
ze´ro. Les groupes d’homotopie de G0(X) sont donne´s par
πk(G
0(X)) ∼=
{
ker[indt ◦δ : K1(S∗X)→ Z], k pair,
K0(S∗X), k impair,
ou` δ : K1(S∗X)→ K0c (T ∗X) est l’homomorphisme de bord et indt : K0c (T ∗X)→ Z
est l’indice topologique d’Atiyah-Singer.
De´monstration. Par le lemme 3.2, l’homomorphisme de bord
∂ : πk(S0(X))→ πk−1(G−1(X))
est surjectif pour tout k ∈ N. La longue suite exacte 2.3 se de´compose donc en
courtes suites exactes
(4.1)
0→ πk(G0(X))→ πk(S0(X))→ 0, k impair,
0→ πk(G0(X))→ πk(S0(X))→ Z→ 0, k pair,
ou` on a utilise´ le fait queG−1(X) est un espace classifiant pour laK-the´orie impaire,
πk(G
−1(X)) ∼=
{
Z, k impair,
{0}, k pair.
Le re´sultat suit en utilisant l’identification (2.6). Dans le cas ou` k = 0, la surjectivite´
a` droite est une conse´quence du lemme 2.1 et le re´sultat est alors obtenu en utilisant
l’identification (2.6). 
Remarque 4.1. Lorsque la varie´te´ X est constitue´e d’un nombre fini de points, le
the´ore`me ne s’applique pas, mais on peut identifier G0(X) avec G−∞(S1), qui est
un espace classifiant pour la K-the´orie impaire. Les groupes d’homotopie pairs sont
donc triviaux alors que les groupes d’homotopie impairs sont isomorphes a` Z dans
ce cas.
Conside´rons le cas particulier ou` X = S1 est donne´ par le cercle. Alors le fibre´
cosphe´rique
S∗S1 ∼= S1+ ⊔ S1−
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est l’union disjointe de deux cercles. Par suite, la K-the´orie de cet espace est donne´e
par
K0(S∗S1) ∼= Z⊕ Z
K1(S∗S1) ∼= Z⊕ Z,
ce qui donne pour les groupes d’homotopie de G0(S1)
πk(G
0(S1)) ∼=
{
Z, k pair,
Z⊕ Z, k impair.
Lorsque X = S2 est la sphe`re de dimension deux, on peut aussi calculer explici-
tement les groupes d’homotopies de G0(S2). On conside`re d’abord la suite exacte
a` six termes associe´e a` la paire (T ∗S2, S∗S2) ou` S∗S2 est vu comme le bord de
la compactification radial T ∗S2 du fibre´ cotangent T ∗S2. Apre`s les identifications
e´videntes
(4.2)
Ki(T ∗S2, S∗S2) ∼= Kic(T ∗S2),
Ki(T ∗S2) ∼= Ki(S2),
cette suite exacte prend la forme
(4.3) K0c (T
∗S2) // K0(S2) pi
∗
// K0(S∗S2)

K1(S∗S2)
OO
K1(S2)oo K1c (T
∗S2)oo
ou` π : S∗S2 → S2 est la projection de fibre´. Par l’isomorphisme de Thom en K-
the´orie, on a que
(4.4) Kjc (T
∗S2) ∼= Kj(S2) ∼=
{
Z⊕ Z, j = 0,
{0}, j = 1.
D’autre part, en regardant S2 comme e´tant CP1, on a que
K0(S2) ∼= Z[t]
(t− 1)2 ,
l’isomorphisme e´tant donne´ par [C] 7→ 1 et [H ] → t ou` H → CP1 est le fibre´
en droite d’hyperplans. Clairement, pour tout n ∈ N, π∗[Cn] n’est pas nul dans
K0(S∗S2). En identifiant T ∗S2 avec H ⊗CH et en choisissant une me´trique hermi-
tienne sur H (et donc sur H ⊗CH), on peut alors identifier S∗S2 avec S(H ⊗CH),
le fibre´ en cerle unitaire de H ⊗C H
S(H ⊗C H) := {v ∈ H ⊗C H | |v| = 1}.
En ce cas, il devient e´vident que le fibre´ en droite π∗(H ⊗C H) → S∗S2 est trivial
sur S∗S2. Ainsi, comme ([H ]− 1)2 = 0, on a que
π∗(2[H ]) = π∗([H ]2 − 1) = 0.
Cependant, π∗[H ] n’est pas trivial puisque d’apre`s la suite de Gysin associe´e au
fibre´ T ∗S2 → S2, sa classe de Chern est le ge´ne´rateur de H2(S∗S2) ∼= Z2. La suite
exacte (4.3) et l’isomorphisme de Thom (4.4) montrent donc que
K0(S∗S2) ∼= Z⊕ Z2, K1(S∗(S2)) ∼= Z,
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et donc que les groupes d’homotopie de G0(S2) sont donne´s par
πk(G
0(S2)) ∼=
{ {0}, k pair,
Z⊕ Z2 k impair.
Plus ge´ne´ralement, en utilisant l’isomorphisme donne´ par le caracte`re de Chern
Ch : K∗(S∗X)⊗Z Q→ H∗(S∗X,Q),
on peut exprimer les groupes d’homotopie rationnels πi(G
0(X)) ⊗Z Q de G0(X)
en termes de la cohomologie paire et impaire de S∗X . Notons aussi que comme
la K-the´orie paire (non-re´duite) n’est jamais triviale, on a que pour toute varie´te´
compacte X sans bord, le groupe fondamental de G0(X) n’est jamais trivial. En
particulier, le groupeG0(X) n’est jamais contractile. Toutefois, comme il est montre´
par Melrose ([18], §12), lorsque X = S1 est le cercle, il est possible de de´finir un
sous-groupe G0,−∞T (S
1) de G0(S1) qui soit faiblement contractile. Ce sous-groupe
est obtenu en imposant des conditions supple´mentaires sur le symbole principal, a`
savoir que ce dernier doit eˆtre l’identite´ sur
{s+} ⊔ S1− ⊂ S∗S1
ou` s+ ∈ S1+ est un point de base choisi au pre´alable. Avec ces restrictions,K0(S∗S1)
est remplace´ par
K0(S∗S1, {s+} ⊔ S1−) ∼= K˜0(S1) ∼= {0},
alors que K1(S∗S1) est remplace´ par
K1(S∗S1, {s+} ⊔ S1−) ∼= K˜1(S1) ∼= Z.
Le the´ore`me 1 montre alors que les groupes d’homotopie de G0,−∞T (S
1) sont tous
triviaux. En ce sens, le the´ore`me 1 peut eˆtre vu comme une ge´ne´ralisation du
re´sultat de contractibilite´ de Melrose [18].
Une autre conse´quence inte´ressante de la surjectivite´ de l’homomorphisme de
bord est la suivante.
The´ore`me 2. Soit X une varie´te´ compacte sans bord de dimension supe´rieure a`
ze´ro. Soient M un CW -complexe construit a` partir d’un nombre fini de cellules
et f : M → G−1(X) une application continue. Si i : G−1(X) →֒ G0(X) de´note
l’inclusion canonique, alors l’application i◦f est homotope a` l’application constante
Id : M → G0(X)
m 7→ Id
dans G0(X).
De´monstration. Puisque l’homomorphisme de bord ∂ : πk(S0(X))→ πk−1(G−1(X))
est surjectif pour tout k ∈ N, on de´duit de la longue suite exacte de groupes d’ho-
motopie que
i∗ : πk(G−1(X))→ πk(G0(X))
est une application triviale, c’est-a`-dire envoie tout sur l’e´le´ment identite´ de πk(G
0(X)).
En utilisant la de´composition cellulaire de M , cela signifie que l’on peut proce´der
par re´currence pour construire une homotopie entre i ◦ f et Id :M → G0(X). 
Remarque 4.2. On dira que G−1(X) est faiblement re´tractile dans G0(X).
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5. Le cas des ope´rateurs suspendus
On peut obtenir un analogue des re´sultats pre´ce´dents pour les ope´rateurs sus-
pendus (suspended operators en anglais) introduits par Melrose [19]. Rappelons
d’abord brie`vement leur de´finition. A` nouveau, soit X une varie´te´ lisse, compacte
et sans bord et l ∈ N un entier. Conside´rons l’espace Ψ∗(X × Rl) des ope´rateurs
pseudodiffe´rentiels agissant sur la varie´te´ non-compacte X × Rl. Cet espace n’est
pas une alge`bre, mais a` tout le moins, chaque ope´rateur A ∈ Ψ∗(X × Rl) agit sur
les fonctions lisses a` support compact
A : C∞c (X × Rl)→ C∞(X × Rl).
Soit Tu : X × Rl → X × Rl le diffe´omorphisme donne´ par la translation Tu(x, t) =
(x, t+u) dans la deuxie`me variable et conside´rons les ope´rateurs pseudodiffe´rentiels
dans Ψ∗(X × Rl) qui sont invariants par translation, c’est-a`-dire satisfaisant
(5.1) T ∗u (Af) = A(T
∗
uf), ∀u ∈ Rl, f ∈ C∞c (X × Rl).
Le noyau de Schwartz KA d’un tel ope´rateur agit alors par convolution dans la
direction de Rl,
Af(x, t) =
∫
X
∫
Rl
KA(x, x
′, t− s)f(x′, s)ds
avec KA ∈ C−∞(X2 × Rl; ΩR) ou` ΩR = π∗Ω est l’image re´ciproque du fibre´ des
densite´s sur X par la projection
π : X ×X × Rl → X
(x, x′, t) 7→ x′.
Sous cette forme, ce noyau est alors singulier seulement sur la sous-varie´te´ {x =
x′, t = 0}. Pour pouvoir composer des ope´rateurs invariants par translation, on peut
aussi imposer une condition de de´croissance rapide du noyau a` l’infini
(5.2) KA ∈ C−∞c (X2 × Rl; ΩR) + S(X2 × Rl; ΩR),
ou` S(X2×Rl) de´note l’espace de Schwartz des sections a` de´croissance rapide (avec
toutes leurs de´rive´es) a` l’infini.
De´finition 5.1. Pour chaque m ∈ Z et l ∈ N, on de´finit l’espace Ψms(l)(X) des
ope´rateurs l fois suspendus d’ordre m sur X comme e´tant le sous-espace de Ψm(X×
Rl) constitue´ des ope´rateurs invariants par translation qui satisfont la condition de
de´croissance rapide (5.2).
Plus ge´ne´ralement, on peut de´finir l’espace des ope´rateurs suspendus agissant
sur les sections d’un fibre´ vectoriel complexe E → X par
Ψms(l)(X ;E) := Ψ
m
s(l)(X)⊗C∞(X2) C∞(X2; Hom(E))
ou` Hom(E) est le fibre´ vectoriel sur X2 ayant pour fibre au-dessus de (x, x′) ∈ X2
Hom(E)(x,x′) = hom(Ex, Ex′).
On peut ve´rifier qu’un ope´rateur suspendu A ∈ Ψms(l)(X ;E) agit sur les sections a`
de´croissance rapide
A : S(X × Rl;E)→ S(X × Rl;E)
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pour donner a` nouveau des fonctions a` de´croissance rapide. De la`, on peut voir
que l’espace des ope´rateurs suspendus Ψ∗s(l)(X ;E) forme une alge`bre. En prenant
la transforme´e de Fourier
K
Aˆ(τ)(y, y
′) :=
∫
Rl
e−itτKA(y, y′, t)dt, τ ∈ Rl,
du noyau de Schwartz, on obtient une famille a` l parame`tres
Aˆ(τ) ∈ Ψm(X ;E), τ ∈ Rl
d’ope´rateurs agissant sur X . Cette famille est appele´e famille indiciale de A. Un
ope´rateur suspendu est comple`tement de´termine´ par cette dernie`re et vice-versa.
En termes de la composition, un calcul direct montre que
(5.3) Â ◦B(τ) = Aˆ(τ) ◦ Bˆ(τ), ∀τ ∈ Rl.
Par conse´quent, on voit que pour un ope´rateur suspendu inversible A, sa famille
indiciale Aˆ(τ) est aussi inversible pour tout τ . La re´ciproque est aussi vraie, mais
moins e´vidente (voir [19]). En quelque sorte, la famille indiciale peut eˆtre vue comme
un symbole dans la variable τ ∈ Rl qui est toujours quantifie´ dans les variables
(x, ξ) ∈ T ∗X .
Les ope´rateurs suspendus ont aussi un symbole principal qui donne lieu a` une
suite exacte
(5.4) 0→ Ψm−1s(l) (X ;E)→ Ψms(l)(X ;E)
σm→ C∞(S∗X(X × R);π∗ homE ⊗Dm)→ 0
ou` S∗(X×R) = T ∗(X×R)\ 0/R+ et S∗X(X×R) est sa restriction a` X×{0}, alors
que Dm est le fibre´ en droite sur S
∗(X × R) de´fini par les fonctions homoge`nes de
degre´ m sur T ∗(X × R) \ 0.
De´finition 5.2. Un ope´rateur suspendu A ∈ Ψm(X ;E) est elliptique si son sym-
bole principal est inversible.
On peut ve´rifier via la construction d’un inverse modulo Ψ−∞s(l) (X ;E) que la
famille indiciale Aˆ(τ) d’un ope´rateur suspendu elliptique A ∈ Ψms(l)(X ;E) est inver-
sible pour tout τ ∈ Rl tel que |τ | > R, ou` R > 0 est choisi suffisamment grand.
On peut maintenant de´finir la version stabilise´e du groupes des ope´rateurs sus-
pendus inversibles d’ordre ze´ro par
(5.5) G0s(l)(X) := {Id+Q | Q ∈ C∞(S1 × S1; Ψ0s(l)(X)), Id+Q est inversible}
ou` Q ∈ C∞(S1 × S1; Ψ0s(l)(X)) agit sur f ∈ S(X × Rl × S1) par
(Qf)(x, t, θ) =
∫
S1
(Q(θ, θ′)fθ′)(x, t)dθ′,
la fonction fθ′ ∈ S(X × Rl) e´tant de´finie par fθ′(x, t) := f(x, t, θ). De meˆme, on
peut de´finir le sous-groupe des «perturbations compactes inversibles» de l’identite´
par
(5.6) G−1s(l)(X) := {Id+Q ∈ G0s(l)(X) | Q ∈ C∞(S1 × S1; Ψ−1s(l)(X))},
en ce sens que la famille indiciale d’un ope´rateur A ∈ Ψ−1s(l)(X) est constitue´e
d’ope´rateurs compacts.
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Lemme 5.3. Le symbole principal donne lieu a` une suite exacte
0→ G−1s(l)(X)→ G0s(l)(X)
σ→ Ss(l)(X)→ 0
avec
Ss(l)(X) :=
{ C∞(S∗X(X × Rl);G−∞(S1)), l impair,
ker[înd : C∞(S∗X(X × Rl);G−∞(S1))→ Z], l pair,
ou` înd : C∞(S∗X(X ×Rl);G−∞(S1))→ Z est un indice de famille de´fini a` partir de
la famille indiciale (voir (5.8) plus bas).
De´monstration. E´tant donne´ un symbole a ∈ Ss(l)(X), on peut trouver un ope´rateur
A ∈ C∞(S1 × S1; Ψ0s(l)(X)) tel que
σ(A) = a.
Cet ope´rateur A est donc elliptique et par conse´quent sa famille indiciale Aˆ(τ) est
inversible pour tout τ satisfaisant |τ | > R ou` R est une constante positive assez
grande. Vue comme une famille d’ope´rateurs de Fredholm, c’est dire que la famille
indiciale Aˆ de´finit un indice de famille
(5.7) ind Aˆ ∈ K0c (Rl) ∼= K˜0(Sl) ∼=
{ {0}, l impair,
Z, l pair.
Ainsi, lorsque l est impair, cet indice est ne´cessairement trivial et il n’y a aucune
obstruction a` l’existence d’un ope´rateur Q ∈ C∞(S1 × S1,Ψ−∞s(l) (X)) tel que Aˆ(τ) +
Qˆ(τ) soit inversible pour tout τ ∈ Rl. On en de´duit que A + Q ∈ G0s(l)(X) avec
σ(A+Q) = a, d’ou` la surjectivite´ a` droite de la suite exacte lorsque l est impair.
Lorsque l est pair, l’indice (5.7) ne de´pend pas du choix de A tel que σ(A) = a
et donc de´finit une application
(5.8) înd : C∞(S∗X(X × Rl);G−∞(S1))→ Z.
Comme dans le lemme 2.1, cet indice mesure exactement l’obstruction a` trouver un
ope´rateur A ∈ G0s(l)(X) tel que σ(A) = a, ce qui e´tablit la surjectivite´ a` droite de
la suite exacte dans le cas ou` l est pair en posant
Ss(l)(X) := ker[înd : K
1(S∗X(X × Rl))→ Z].

A` nouveau, on peut ve´rifier que la suite exacte du lemme pre´ce´dent est une
fibration de Serre, ce qui donne une longue suite exacte de groupes d’homotopie
(5.9)
· · · → πk(G−1s(l)(X))→ πk(G0s(l)(X))→ πk(Ss(l)(X))
∂→ πk−1(G−1s(l)(X))→ · · ·
· · · → π1(Ss(l)(X)) ∂→ π0(G−1s(l)(X))→ π0(G0s(l)(X))→ π0(Ss(l)(X)).
Pour p ∈ N, G−1
s(2p)(X) est un espace classifiant pour la K-the´orie impaire, alors
que G−1
s(2p−1)(X) est un espace classifiant pour la K-the´orie paire. Utilisant le fait
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que G−∞(S1) est un espace classifiant pour la K-the´orie impaire, on a aussi que
pour k > 0,
(5.10)
πk(Ss(l)(X)) ∼= [Sk(S∗X(X × Rl));G−∞(S1)]
∼= K−k−1(S∗X(X × Rl))
∼=
{
K0(S∗X(X × Rl)), k impair,
K1(S∗X(X × Rl), k pair.
Ce re´sultat est aussi valable pour k = 0 et l impair, mais pour k = 0 et l pair, on
a plutoˆt
π0(Ss(l)(X)) ∼= ker[înd : K1(S∗X(X × Rl))→ Z]
l’indice (5.8) ne de´pendant que de la K-classe de´finie par le symbole principal.
On pourra donc calculer les groupes d’homotopie de G0s(l)(X) en montrant que
l’homomorphisme de bord ∂ est surjectif. La preuve est tre`s similaire au cas des
ope´rateurs pseudodiffe´rentiels usuels. Dans un premier temps, on montre que l’ho-
momorphisme de bord correspond a` un indice de famille. On montre alors que cet
indice de famille est surjectif en utilisant le the´ore`me d’Atiyah-Singer [5] pour les
familles d’ope´rateurs.
L’indice de famille qu’il faut conside´rer est obtenu en regardant un ope´rateur
suspendu elliptique comme une famille a` l parame`tres d’ope´rateurs de Fredholm
inversibles a` l’infini. Plus pre´cise´ment, soit f : Sk → Ss(l)(X) une application
repre´sentant un e´le´ment de πk(Ss(l)(X)). Sans perte de ge´ne´ralite´, on peut supposer
que f ≡ Id dans un voisinage du point de base s0 de Sk. Soit alors
f˜ : Sk → Id+C∞(S1 × S1,Ψ0s(l)(X))
un rele`vement de f dans Id+C∞(S1×S1,Ψ0s(l)(X)) tel que f˜ ≡ Id dans un voisinage
du point de base de Sk. Alors la famille indiciale de f˜ , de´note´e fˆ , de´finit une famille
d’ope´rateurs de Fredholm
fˆ : Sk × Rl → F(H), H := L2(X × S1),
inversible a` l’infini et sur {s0} × Rl ou` s0 ∈ Sk est le point de base de Sk. Cela
de´finit donc un indice de famille
ind(fˆ) ∈ K˜0(Sk+l).
En effet, la condition d’inversibilite´ assure que fˆ de´finit un indice sur la l-suspension
de Sk en identifiant Rl ∪ {∞} avec Sl, {∞} e´tant le point de base. Cet indice ne
de´pend pas du choix du rele`vement fˆ ou du choix f du repre´sentant de la classe
d’homotopie. On a donc en fait une application
(5.11) ind : πk(Ss(l)(X))→ K˜0(Sk+l).
D’autre part, on a la se´rie d’identifications
(5.12)
πk−1(G−1s(l)(X))
∼= πk+l−1(G−1(X)) ∼= K˜−1(Sk+l−1)
∼= K˜0(Sk+l).
Lemme 5.4. Soit p : πk−1(G−1s(l)(X)) → K˜0(Sk+l) l’isomorphisme re´sultant de
l’identification (5.12), alors l’homomorphisme de bord est donne´ par
∂ = p−1 ◦ ind
ou` ind est l’indice de famille (5.11).
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De´monstration. Modulo quelques adaptations mineures, la de´monstration est la
meˆme que celle de la proposition 3.1. On laisse le soin au lecteur de comple´ter les
de´tails. 
Lemme 5.5. L’homomorphisme de bord ∂ : πk(Ss(l)(X)) → πk−1(G−1s(l)(X)) est
surjectif.
De´monstration. Par le lemme pre´ce´dent, il suffit de montrer que l’indice de famille
ind : πk(Ss(l)(X))→ K˜0(Sk+l)
est surjectif. Lorsque k + l est impair, K˜0(Sk+l) ∼= {0} et il n’y a rien a` montrer.
Lorsque k + l est pair, on proce`de comme dans le cas k = 0 du lemme 3.2, mais
cette fois en utilisant l’indice d’Atiyah-Singer [5] pour les familles d’ope´rateurs. 
The´ore`me 3. Soit X une varie´te´ compacte sans bord de dimension supe´rieure a`
ze´ro. Lorsque l est impair, les groupes d’homotopie de G0s(l)(X) sont donne´s par
πk(G
0
s(l)(X))
∼=
{
K−1(S∗X(X × Rl)), k pair,
ker[indt ◦δl;K0(S∗X(X × Rl))→ Z], k impair,
ou` δl : K
0(S∗X(X × Rl)) → K−1c (T ∗X × Rl) ∼= K0(T ∗X) est l’homomorphisme de
bord (compose´ avec la pe´riodicite´ de Bott) associe´ a` la paire (T ∗X × Rl, S∗X(X ×
Rl)), alors que indt est l’indice topologique de Atiyah-Singer.
Lorsque l est pair, les groupes d’homotopie de G0s(l)(X) sont plutoˆt donne´s par
πk(G
0
s(l)(X))
∼=
{
ker[indt ◦δl : K−1(S∗X(X × Rl))→ Z], k pair,
K0(S∗X(X × Rl)), k impair,
ou` δl : K
−1(S∗X(X × Rl)) → K0c (T ∗X × Rl) ∼= K0c (T ∗X) est l’homomorphisme de
bord associe´ a` la paire (T ∗X × Rl, S∗X(X × Rl)).
De´monstration. C’est une conse´quence de la surjectivite´ de l’homomorphisme de
bord et de la longue suite exacte (5.9). Dans le cas k = 0, le re´sultat est une
conse´quence de la surjectivite´ a` droite de la suite exacte du lemme 5.3. 
Comme dans le cas des ope´rateurs diffe´rentiels usuels, la surjectivite´ de l’homo-
morphisme de bord a aussi la conse´quence suivante.
The´ore`me 4. Soit X une varie´te´ compacte sans bord de dimension supe´rieure a`
ze´ro. Alors le sous-espace G−1s(l)(X) est faiblement re´tractile dans G
0
s(l)(X) (voir la
remarque 4.2).
De´monstration. La de´monstration est la meˆme que dans le the´ore`me 2. 
6. Une Application relie´e a` la the´orie de l’indice
Ce dernier re´sultat donne lieu a` une application inte´ressante en the´orie de l’indice
pour les ope´rateurs a` cusp fibre´ (fibred cusp operators dans la terminologie de
Melrose). Ceux-ci ont e´te´ introduits par Mazzeo et Melrose dans [17]. Par courtoisie
pour le lecteur, rappelons d’abord brie`vement leur de´finition et leurs proprie´te´s de
base. On re´fe`re a` l’article de Mazzeo et Melrose [17] ainsi qu’a` [12] et [31] pour de
plus amples de´tails.
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Soit M une varie´te´ compacte avec bord ∂M de classe C∞. Supposons que son
bord soit muni d’une structure de fibration de classe C∞ localement triviale,
(6.1) Z ∂M
Φ

Y
et soit x ∈ C∞(M) une fonction de de´finition du bord, c’est-a`-dire que ∂M = {x =
0}, x > 0 sur M \ ∂M et la diffe´rentielle dx est diffe´rente de ze´ro partout sur le
bord ∂M .
De´finition 6.1. Un champ de vecteur a` cusp fibre´ V ∈ C∞(M ;TM) est un
champ de vecteur sur M qui est tangent aux fibres de la fibration Φ : ∂M → Y et
tel que V x ∈ x2C∞(M). On de´note par VΦ(M) l’ensemble des champs de vecteurs
a` cusp fibre´ de M .
Soient (x, y, z) des coordonne´es dans un voisinage de p ∈ ∂M , x e´tant la fonction
de de´finition du bord et y et z e´tant des coordonne´es locales sur Y et Z respecti-
vement, ou` on assume que la fibration Φ est triviale dans le voisinage du point p
conside´re´. Dans ces coordonne´es, un champ de vecteur a cusp fibre´ prend la forme
suivante
(6.2) V = ax2
∂
∂x
+
l∑
i=1
bix
∂
∂yi
+
k∑
i=1
ci
∂
∂zi
avec l = dimY , k = dimZ et ou` a, bi, ci sont des fonctions de classe C∞.
En utilisant le crochet de Lie pour les champs de vecteur, un calcul direct
montre que VΦ(M) est en fait une alge`bre de Lie. On de´finit l’espace des ope´rateurs
diffe´rentiels a` cusp fibre´ comme e´tant la C∞(M)-alge`bre universelle enveloppante
de l’alge`bre de Lie VΦ(M). L’espace des ope´rateurs diffe´rentiels a` cusp fibre´ d’ordre
m est donc l’espace des ope´rateurs diffe´rentiels engendre´s par C∞(M) et la compo-
sition d’au plus m e´le´ments de VΦ(M). Dans les coordonne´es locales (x, y, z), un
ope´rateur a` cusp fibre´ P d’ordre m est de la forme
(6.3) P =
∑
|α|+|β|+q≤m
pα,β,q
(
x2
∂
∂x
)q (
x
∂
∂y
)α(
∂
∂z
)β
ou` les pα,β,q sont des fonctions de classe C∞.
Plus ge´ne´ralement et a` un niveau intuitif, on obtient un ope´rateur pseudo-
diffe´rentiel a` cusp fibre´ P en permettant a` P d’eˆtre une «fonction»plus ge´ne´rale
qu’un polynome dans les «variables»x2 ∂
∂x
, x ∂
∂y
et ∂
∂z
. Sans entrer dans les de´tails,
disons qu’une de´finition rigoureuse de ces ope´rateurs passe par la description de
leurs noyaux de Schwartz, qui sont des distributions sur une version e´clate´e (au
sens de Melrose) du produit carte´sienM×M . On de´note par ΨmΦ (M ;E,F ) l’espace
des ope´rateurs pseudodiffe´rentiels a` cusp fibre´ d’ordre m agissant sur les sections
du fibre´ vectoriel E →M pour donner des sections du fibre´ vectoriel F →M .
E´tant donne´s des fibre´s vectoriels complexes E, F et G sur M , les ope´rateurs a`
cusp fibre´ satisfont la proprie´te´ de composition usuelle
ΨmΦ (M ;F,G) ◦ΨnΦ(M ;E,F ) ⊂ Ψm+nΦ (M ;E,G).
De plus, lorsqu’un ope´rateur a` cusp fibre´ est inversible, son inverse est aussi un
ope´rateur a` cusp fibre´. Dans [17], Mazzeo et Melrose donne une caracte´risation
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e´le´gante et pre´cise des ope´rateurs a` cusp fibre´ qui sont de Fredholm lorsqu’agissant
sur des espaces de Sobolev adapte´s a` ce contexte. Il y a d’abord une notion de
symbole principal. Celle-ci est obtenue en remplac¸ant le fibre´ tangent TM par
le fibre´ tangent a` cusp fibre´ ΦTM → M , qui est de´fini de sorte qu’on ait une
identification canonique
C∞(M ;ΦTM) = VΦ(M).
Le fibre´ ΦTM est isomorphe au fibre´ tangent TM , mais pas d’une fac¸on canonique.
Soit alors ΦS∗M := (ΦTM \M)/R+ le fibre´ cosphe´rique a` cusp fibre´ de M , ou`
ΦT ∗M est le fibre´ dual de ΦTM . Soit aussi Rm → ΦS∗M le fibre´ trivial en droites
complexes dont les sections sont donne´es par les fonctions sur ΦT ∗M \M qui sont
homoge`nes de degre´ m. Il est alors possible de de´finir une application symbolique
σm : Ψ
m
Φ (M ;E,F )→ C∞(ΦS∗M ; hom(E,F )⊗Rm)
qui donne lieu a` la suite exacte
0→ Ψm−1Φ (M ;E,F ) −→ ΨmΦ (M ;E,F )
σm−→ C∞(ΦS∗M ; hom(E,F )⊗Rm)→ 0.
De´finition 6.2. On dit qu’un ope´rateur P ∈ ΨmΦ (M ;E,F ) est elliptique si son
symbole principal σm(P ) est inversible.
Vu la pre´sence d’un bord ∂M , il n’est pas suffisant de demander qu’un ope´rateur
soit elliptique pour qu’il soit du meˆme coup de Fredholm. Cela de´coule du fait
qu’un ope´rateur P ∈ Ψ−1Φ (M ;E,F ) d’ordre −1 n’est pas ne´cessairement compact.
Cet ope´rateur doit aussi satisfaire une certaine condition de de´croissance au bord.
Mazzeo et Melrose ont de´crit cette condition graˆce a` l’introduction d’une autre suite
exacte,
0→ xΨmΦ (M ;E,F ) −→ ΨmΦ (M ;E,F ) NΦ−→ ΨmΦ−s(∂M ;E,F )→ 0,
ou` NΦ : Ψ
m
Φ (M ;E,F ) → ΨmΦ−s(∂M ;E,F ) est l’application normale et NΦ(P )
est appele´ l’ope´rateur normal de P (parfois aussi la famille indiciale de P ). Soit
ΦNY ∼= TY × R le fibre´ noyau associe´ a` la restriction canonique
ΦT∂MM → T∂MM.
Alors ΨmΦ−s(∂M ;E,F ) de´note l’espace des ope´rateurs
ΦNY -suspendus d’ordre m.
Un e´le´ment de ΨmΦ−s(∂M ;E,F ) est une famille d’ope´rateur (l + 1)-suspendus pa-
rame´trise´e par Y ou` l := dimY . Pour un y ∈ Y fixe´, un e´le´ment de ΨmΦ−s(∂M ;E,F )
de´finit donc un ope´rateur dans Ψm
s(l+1)(Φ
−1(y);E,F ) lorsqu’on identifie la fibre
ΦNyY avec R
l+1. L’ope´rateur normal joue en quelque sorte le roˆle d’un symbole
principal qui caracte´rise le comportement asymptotique de l’ope´rateur pre`s du bord.
L’ope´rateur normal est symbolique et local par rapport a` la variable y ∈ Y , mais
est toujours quantifie´ par rapport a` la variable z ∈ Z. L’application normale est un
homomorphisme d’alge`bre,
NΦ(A ◦B) = NΦ(A) ◦NΦ(B)
pour A ∈ ΨkΦ(M ;F,G) et B ∈ ΨmΦ (M ;E,F ).
De´finition 6.3. Un ope´rateur a` cusp fibre´ A ∈ ΨmΦ (M ;E,F ) est dit totalement
elliptique (fully elliptic dans la terminologie de Melrose) s’il est elliptique et si son
ope´rateur normal NΦ(A) est inversible.
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Soit L2(M ;E) l’espace des sections du fibre´ E → M de carre´ absolument
inte´grable par rapport a` un choix de me´trique sur E et un choix de forme volume
sur M . Pour l ∈ R et m ∈ N0, conside´rons les espaces de Sobolev
(6.4)
xlHmΦ (M ;E) := {u ∈ xl L2(M ;E) | Pu ∈ xl L2(M ;E) ∀P ∈ ΨmΦ (M ;E)},
xlH−mΦ (M ;E) := {u ∈ C−∞(M ;E) | u ∈
N∑
i=1
Piui,
ui ∈ xl L2(M ;E), Pi ∈ ΨmΦ (M ;E)}.
Pour ces espaces de Sobolev, Mazzeo et Melrose ont donne´ la caracte´risation sui-
vante des ope´rateurs a` cusp fibre´ qui sont de Fredholm.
Proposition 6.4. Pour m ∈ Z, un ope´rateur P ∈ ΨmΦ (M ;E,F ) donne lieu a` un
ope´rateur borne´
P : xlHm
′
Φ (M ;E)→ xlHm
′−m
Φ (M ;F )
qui est de Fredholm si et seulement si P est totalement elliptique.
L’e´tude de l’indice des ope´rateurs a` cusp fibre´ qui sont de Fredholm a e´te´ l’objet
de plusieurs travaux depuis la parution de l’article de Mazzeo et Melrose [17],
notamment par Nye et Singer [28], Lauter et Moroianu [12], [11], [13], Melrose et
l’auteur [23], Moroianu [25] ainsi que Leichtnam, Mazzeo et Piazza [14].
Rappelons que la de´finition des ope´rateurs a` cusp fibre´ donne lieu a` deux extreˆmes.
D’abord, on a le cas ou` la base Y de la fibration Φ : ∂M → Y n’est constitue´e que
d’un seul point. Les ope´rateurs associe´s a` une telle fibration sont appele´s ope´rateurs
cuspidaux (cusp operators dans la terminologie de Melrose). L’ope´rateur normal
NΦ(P ) d’un ope´rateur cuspidal P ∈ ΨmΦ (M ;E,F ) est un e´le´ment de Ψms(1)(M ;E,F ),
c’est-a`-dire que c’est un ope´rateur suspendu dans le sens usuel. Intuitivement,
NΦ(P ) peut eˆtre interpre´te´ comme la partie de l’ope´rateur P asymptotiquement
invariante par translation dans la direction normale au bord. Dans [21], Melrose et
Nistor ont obtenu une formule pour l’indice des ope´rateurs cuspidaux qui ge´ne´ralise
le the´ore`me d’indice de Atiyah, Patodi et Singer [2]. L’autre cas extreˆme est obtenu
en demandant que Y = ∂M et que la fibration soit simplement donne´e par l’identite´
Id : ∂M → ∂M . Les ope´rateurs qu’on obtient ainsi sont appele´s ope´rateurs de dif-
fusion (scattering operators dans la terminologie de Melrose). Comme la fibre de la
fibration est de dimension nulle, l’ope´rateur normal est comple`tement symbolique
pour un ope´rateur de diffusion. Dans ce cas, l’indice peut-eˆtre de´crit a` l’aide d’un
e´le´ment de K0c (T
∗M, T ∗M |∂M ) et la formule qu’on obtient (voir [20], the´ore`me
6.4), est tre`s similaire a` celle du the´ore`me d’Atiyah et Singer.
Le cas ge´ne´ral est a` mi-chemin entre ces deux extreˆmes. Lorsqu’on veut e´tudier
l’indice des ope´rateurs a` cusp fibre´, une des difficulte´s importantes est de com-
prendre l’inte´raction subtile qu’il y a entre le symbole principal et l’ope´rateur nor-
mal. On en vient au re´sultat principal de ce paragraphe. Il consiste a` montrer que,
e´tant donne´ un ope´rateur totalement elliptique P ∈ ΨmΦ (M ;E,F ), on peut toujours
choisir modulo certaines de´formations comment quantifier le symbole de l’ope´rateur
normal de P en demandant que celui-ci soit inversible et sans changer l’indice de
P .
Corollaire 6.5. Soit P ∈ Ψ0Φ(M ;E,F ) un ope´rateur a` cusp fibre´ totalement el-
liptique. Si un e´le´ment inversible p1 ∈ Ψ0Φ−s(∂M ;E,F ) est tel que son symbole
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principal σ0(p1) est e´gal a` celui de
p0 := N(P ) ∈ ΨΦ−s(∂M ;E,F ),
l’ope´rateur normal de P , alors, possiblement apre`s stabilisation des fibre´s vectoriels
E et F , il existe une famille lisse a` un parame`tre Pt ∈ Ψ0Φ(M ;E,F ), t ∈ [0, 1],
d’ope´rateurs totalement elliptiques tels que P0 = P et N(P1) = p1.
De´monstration. Remarquons d’abord que p−10 ◦ p1 ∈ G−1Φ−s(∂M ;E). Or, dans un
ouvert U de Y ou` la fibration Φ et le fibre´ vectoriel T ∗U → U sont triviaux,
un ope´rateur A ∈ Ψ0Φ−s(Φ−1(U);E) peut eˆtre vu comme une famille d’ope´rateurs
(l + 1)-suspendus
A : U → Ψ0s(l+1)(Z;E)
ou` l = dimY . En choisissant une de´composition cellulaire de Y telle que chaque
cellule soit contenue dans un ouvert trivialisant a` la fois la fibration Φ et le fibre´
T ∗Y , on peut alors proce´der par re´currence en utilisant le the´ore`me pre´ce´dent pour
construire une homotopie entre p−10 p1 et l’identite´ dansG
0
Φ−s(∂M ;E) (possiblement
en stabilisant E). Par composition avec p0, cela donne une homotopie entre p0 et
p1 donne´e par pt ∈ Ψ0Φ−s(∂M ;E,F ) inversible pour tout t ∈ [0, 1]. Il est alors facile
de relever cette homotopie parmi les ope´rateurs totalment elliptiques pour obtenir
le re´sultat de´sire´. 
Ce re´sultat permet de re´duire l’e´tude de l’indice a` des ope´rateurs totalement
elliptiques P dont l’ope´rateur normal sastifait certaines conditions, par exemple
tel que le symbole total 4 soit identiquement nul sauf pour le symbole principal
σ(NΦ(P )).
7. Une description topologique du de´terminant re´siduel
Le de´terminant re´siduel (residue determinant en anglais) a e´te´ introduit par Si-
mon Scott dans [32]. C’est une fonctionnelle qui joue le roˆle de de´terminant pour les
ope´rateurs pseudodiffe´rentiels d’ordre entier. Sa de´finition utilise la trace re´siduelle
introduite par Guillemin [9] et Wodzicki [37].
De´finition 7.1. Soit A ∈ Ψm(X ;E) un ope´rateur pseudodiffe´rentiel inversible
d’ordre m ∈ Z, alors son de´terminant re´siduel est donne´ par
detR(A) := exp (TrR(logA))
pourvu que le logarithme logA de A soit de´fini, ou` TrR est la trace re´siduelle de
Guillemin et Wodzicki.
Derrie`re cette de´finition se cachent deux de´tails analytiques importants. D’abord,
pour pouvoir de´finir le logarithme de A, il faut supposer que A posse`de un angle
principal θ, c’est-a`-dire un angle θ tel que le symbole principal
σm(A) ∈ C∞(S∗X ; hom(E,E))
ne posse`de aucune valeur propre contenue dans la coupure spectrale
Rθ = {reiθ | r ≥ 0}.
Quoique la de´finition du logarithme de A de´pend du choix de l’angle principal, il
s’ave`re que le de´terminant re´siduel quant a` lui ne de´pend pas de ce choix (voir [32]).
4Bien de´fini apre`s avoir fixe´ un choix de quantification.
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On doit aussi invoquer le re´sultat de Okikiolu [29] pour donner un sens a` la trace
re´siduelle de logA, qui est un ope´rateur pseudodiffe´rentiel logarithmique.
Lorsqu’on se restreint aux ope´rateurs pseudodiffe´rentiels inversibles d’ordre 0, on
peut toutefois utiliser une version infinite´simale de la de´finition 7.1 qui contourne
ces difficulte´s analytiques.
De´finition 7.2 (version infinite´simale). Soit U ⊂ G0(X) un ouvert simplement
connexe contenant l’identite´, alors pour A ∈ U , le de´terminant re´siduel est
donne´ par
detR(A) := exp
(∫ 1
0
TrR
[
γ−1(t)
dγ
dt
(t)
]
dt
)
ou` γ : [0, 1]→ U est une application diffe´rentiable telle que γ(0) = Id et γ(1) = A.
Lemme 7.3. Le de´terminant re´siduel ne de´pend pas du choix de l’application
diffe´rentiable γ. De plus, pour A et B dans U suffisamment pre`s de l’identite´, on a
que
detR(A ◦B) = detR(A) detR(B).
De´monstration. Comme on suppose que U est simplement connexe, par le the´ore`me
de Stokes, il suffit de ve´rifier que la 1-forme TrR[A
−1dA] de´finie sur G0(X) est
ferme´e pour voir que la de´finition ne de´pend pas du choix de l’application γ. Or,
dTrR(A
−1dA) = TrR(d(A−1dA))
= TrR(−A−1dAA−1dA)
= −1
2
TrR([A
−1dA,A−1dA])
= 0,
la dernie`re e´galite´ de´coulant du fait que la trace re´siduelle est vraiment une trace,
a` savoir qu’elle donne ze´ro lorsqu’e´value´e sur un commutateur. Cette proprie´te´
permet aussi de montrer que le de´terminant re´siduel est multiplicatif. Si A,B ∈ U
sont suffisamment pre`s de l’identite´, alors il existe des applications diffe´rentiables
γ, β : [0, 1]→ U avec γ(0) = β(0) = Id, γ(1) = A et β(1) = B telles que γβ prenne
aussi valeur dans U . On a alors que
log detR(AB) =
∫ 1
0
TrR
[
(γβ)−1
d(γβ)
dt
]
dt
=
∫ 1
0
TrR
[
β−1γ−1
(
dγ
dt
β + γ
dβ
dt
)]
dt
=
∫ 1
0
TrR
[
γ−1
dγ
dt
]
dt+
∫ 1
0
TrR
[
β−1
dβ
dt
]
dt
= TrR(A) + TrR(B),
d’ou` l’on de´duit que detR(AB) = detR(A) detR(B). 
Pour θ ∈ (0, 2π), conside´rons l’ouvert
Uθ := {A ∈ G0(X ;E) | θ est un angle principal pourA} ⊂ G0(X ;E).
Lemme 7.4. Les de´finitions 7.1 et 7.2 sont e´quivalentes sur un voisinage de l’iden-
tite´ dans Uθ.
22 FRE´DE´RIC ROCHON
De´monstration. Par le lemme 7.3, en choisissant notre voisinage suffisamment petit,
on a un determinant multiplicatif dans les deux cas. Il suffit alors de ve´rifier que la
diffe´rentielle de leur logarithme sur le plan tangent a` l’identite´ est la meˆme. Pour
la de´finition 7.2, on voit directement que
d log detR|Id = TrR .
Pour calculer la diffe´rentielle du logarithme du de´terminant dans le cas de la
de´finition 7.1, choisissons le voisinage U ⊂ Uθ de l’identite´ suffisamment petit de
sorte qu’on ait pour A ∈ U
logθ A =
∞∑
n=1
(−1)n−1 (γ − 1)
n
n
.
Si γ : [0, 1] → U est une application de classe C∞ telle que γ(0) = Id et γ(1) = A,
on aura alors que
TrR
(
d
dt
logθ γ
)
= TrR
( ∞∑
n=1
(−1)n−1(γ − 1)n−1 dγ
dt
)
= TrR
(
γ−1
dγ
dt
)
,
d’ou` l’on de´duit que
TrR(logθ A) = TrR
(∫ 1
0
γ−1
dγ
dt
dt
)
=
∫ 1
0
TrR
(
γ−1
dγ
dt
)
dt,
ce qui montre que la diffe´rentielle du logarithme du de´terminant est aussi donne´e
par TrR lorsqu’on utilise la de´finition 7.1. 
En quelque sorte, la version infinite´simale de la de´finition du de´terminant re´siduel
remplace la condition de l’existence d’un angle principal par une condition topolo-
gique sur le domaine de de´finition. De ce point de vue, on est amene´ a` se poser la
question suivante.
Question 7.5. Est-il possible d’e´tendre la de´finition du de´terminant re´siduel a`
toute la composante connexe G0Id(X) de l’identite´ dans G
0(X) par
(7.1) detR(A) = exp
[∫ 1
0
TrR
(
γ−1
dγ
dt
)
dt
]
ou` γ est une application diffe´rentiable telle que γ(0) = Id, γ(1) = A ?
Comme le lecteur l’aura devine´, cette question est purement topologique. Il suffit
de ve´rifier que cette de´finition du de´terminant re´siduel ne de´pend pas du choix
de l’application diffe´rentiable γ. On aura une telle inde´pendance de choix si et
seulement si l’homomorphisme de groupe
(7.2)
AR : π1(G
0(X)) → C
[γ] 7→ ∫
S1
TrR
[
γ−1 dγ
dt
]
dt
prend seulement valeur dans 2πiZ. En fait, on va montrer que l’homomorphisme de
groupe (7.2) est toujours trivial. L’ide´e centrale de l’argument que l’on va pre´senter
a e´te´ sugge´re´e a` l’auteur par Sergiu Moroianu (voir aussi le paragraphe 8 de [27]
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pour une situation similaire) . Via l’identification ν : π1(G
0(X)) → K0(S∗X), on
peut voir l’homomorphisme de groupe AR comme une application
AR : K
0(S∗X)→ C.
Or, par le biais de la suite exacte a` six termes
(7.3) Kc(T
∗X) // K0(X) pi
∗
// K0(S∗X)
δ

K1(S∗X)
OO
K1(X)oo K1c (T
∗X)oo
associe´e a` la paire d’espaces (T ∗X,S∗X), on a une inclusion
(7.4) π∗(K0(X)) ⊂ K0(S∗X).
Lemme 7.6. Pour tout [γ] ∈ π1(G0(X)) tel que ν([γ]) ∈ π∗(K0(X)), on a AR([γ]) =
0.
De´monstration. Comme G−∞(S1) est un espace classifiant pour la K-the´orie im-
paire, on a l’identification
K0(X) ∼= K−2(X) ∼= [(S1(X+), pt); (G−∞(S1, Id)]
et l’application π∗ : K−2(X)→ K−2(S∗X) est alors induite par l’image re´ciproque
associe´e a` la projection
π : S1(S∗X+)→ S1(X+)
ou` X+ = X ∪ pt est l’union disjointe de X avec un point. En faisant appel au
the´ore`me 2 cela montre que lorsque ν([γ]) ∈ π∗(K0(X)), on peut choisir γ ∈
C∞([0, 1];G0(X)) repre´sentant [γ] ∈ π1(G0(X)) de sorte que pour tout t ∈ [0, 1],
γ(t) ∈ G0(X) soit simplement donne´ par un isomorphisme de fibre´s vectoriels. En
ce cas, le terme d’ordre − dimX du symbole total (full symbol en anglais) de γ−1 dγ
dt
est nul, ce qui signifie que
TrR
(
γ−1
dγ
dt
)
= 0
pour tout t ∈ [0, 1] e´tant donne´e la formule bien connue
(7.5) TrR(A) =
1
(2π)n
∫
X
∫
|ξ|=1
trσ(A)−n(x, ξ)dS(ξ)dx, n = dimX.
exprimant le trace re´siduelle en termes de la partie d’ordre −n du symbole total.
La de´finition de ce terme d’ordre −n n’est pas naturelle et de´pend d’un choix de
quantification, mais il s’ave`re que la formule (7.5) est inde´pendante d’un tel choix.
On obtient donc
AR([γ]) =
∫ 1
0
TrR
(
γ−1
dγ
dt
)
dt = 0.

Revenant a` la suite exacte a` six termes (7.3), rappelons que l’homomorphisme
de bord δ : K0(S∗X) → K1c (T ∗X) est toujours surjectif (voir par exemple p.81
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dans [3]). Toujours selon [3] (p.81), on peut repre´senter un e´le´ment de K−1c (T
∗X)
par un lacet
(7.6)
σt = Id cos t+ iσ sin t, 0 ≤ t ≤ π,
= Id(cos t+ i sin t), π ≤ t ≤ 2π,
ou` σ ∈ C∞(S∗X ;G−∞(S1)) est un symbole auto-adjoint. On peut aussi supposer
via l’identification (1.4) que le symbole σ est en fait un e´le´ment de
C∞(S∗X ; Hom(π∗E, π∗E))
pour un certain fibre´ vectoriel complexe E → X ou` π : S∗X → X est la projection
de fibre´. Soit A ∈ Ψ1(X ;E) un ope´rateur auto-adjoint inversible d’ordre 1 dont
le symbole est donne´ par σ. Le spectre de A est donc discret et contenu dans R.
Comme l’ope´rateurA est inversible, les projections P+ et P− sur les espaces propres
positifs et negatifs sont des ope´rateurs pseudodiffe´rentiels d’ordre ze´ro, comme on
peut le voir en les de´finissant a` la manie`re de Seeley [33] par des inte´grales de
contour dans le plan complexe utilisant le re´solvant de A. Ainsi,
|A| := P+A− P−A ∈ Ψ1(X ;E)
est un ope´rateur pseudodiffe´rentiel inversible d’ordre 1. Son symbole est donne´ par
|σ| =
√
σ2, un symbole auto-adjoint dont les valeurs propres sont toutes positives
pour tout x ∈ S∗X . Le symbole |σ| est donc homotope au symbole identite´ dans
l’espace des symboles auto-adjoints inversibles. Conside´rons donc l’ope´rateur
A0 := |A|−1A ∈ Ψ0(X ;E).
Clairement, on a que A20 = Id et le spectre de A0 est contenu dans {−1, 1}. En fait,
si f ∈ C∞(X ;E) est une section propre de A,
Af = λf, λ ∈ R \ {0},
alors f est aussi une section propre de A0 avec
A0f =
λ
|λ|f.
Quant a` lui, le symbole σ(A0) de A0 est homotope au symbole σ dans l’espace des
symboles auto-adjoints inversibles. L’e´le´ment de K−1c (T
∗X) repre´sente´ par le lacet
(7.6) peut donc aussi eˆtre repre´sente´ par σ(γt) ou`
(7.7)
γt = Id cos t+ iA0 sin t, 0 ≤ t ≤ π,
= Id(cos t+ i sin t), π ≤ t ≤ 2π,
The´ore`me 5. Pour toute varie´te´ compacte sans bord X de classe C∞, l’homomor-
phisme de bord
AR : π1(G
0(X))→ C
est trivial. La de´finition (7.2) du de´terminant re´siduel peut donc toujours eˆtre
e´tendue globalement a` toute la composante connexe G0Id(X) de l’identite´ dans G
0(X)
pour donner lieu a` un de´terminant multiplicatif.
De´monstration. Soit [γ] ∈ π1(G0(X)). On veut montrer que AR([γ]) = 0. Par le
lemme 7.6, le the´ore`me 2 et la discussion qui pre´ce`de, on peut supposer que [γ] est
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repre´sente´ par un lacet de la forme (7.7). Pour t ∈ [π, 2π],
γ−1(t)
dγ
dt
= Id(cos t− i sin t)(− sin t+ i cos t)
= i(Id)
est un multiple de l’identite´, donc
TrR
(
γ−1(t)
dγ
dt
)
= 0
dans ce cas, puisque comme dans la preuve du lemme 7.6, la partie d’ordre −n du
symbole total est nulle. Ainsi, on a que
AR([γ]) =
∫ pi
0
TrR
(
γ−1
dγ
dt
)
dt.
Par de´finition de la trace re´siduelle, cette quantite´ est donne´e par le re´sidu en s = 0
de l’extension me´romorphe a` tout le plan complexe de la fonction holomorphe
s 7→ ξ(s) :=
∫ pi
0
Tr
(
|A|−sγ−1dγ
dt
)
dt, s ∈ C, Re s >> 0.
Comme A−10 = A0, on a pour t ∈ [0, π] que
γ−1
dγ
dt
= (Id cos t+ iA0 sin t)
−1(− Id sin t+ iA0 cos t)
= (Id cos t− iA0 sin t)(− Id sin t+ iA0 cos t)
= Id(− cos t sin t+ cos t sin t) + iA0(cos2 t+ sin2 t)
= iA0.
Ainsi, pour Re s >> 0, on a
ξ(s) =
∫ pi
0
Tr(|A|−siA0)dt
= iπTr(|A|−sA0) = iπTr(|A|−s−1A)
= iπ
∑
λ∈spec(A)
|λ|−s−1λ
= iπη(A, s)
ou` η(A, s) est la fonctionnelle de Atiyah Patodi et Singer [2] associe´e a` l’ope´rateur
auto-adjoint inversibleA ∈ Ψ1(X ;E). D’apre`s les re´sultats de Gilkey [8] et Wodzicki
[35], [36], la fonctionnelle η(A, s) n’a pas de pole a` s = 0, d’ou` l’on conclut que
AR([γ]) = 0. Le de´terminant re´siduel est donc de´fini globalement sur G
0
Id(X) et
la seconde partie de la de´monstration du lemme 7.3 montre alors que c’est un
de´terminant multiplicatif. 
Plus ge´ne´ralement, pour n ∈ Z et E → X un fibre´ vectoriel complexe, on peut
conside´rer l’espace
Gn(X ;E) := {A ∈ Ψn(X ;E) | A est inversible}
des ope´rateurs inversibles d’ordre n. La composition d’ope´rateurs induit une struc-
ture de groupe sur
G∗(X ;E) :=
⋃
n∈Z
Gn((X ;E).
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Corollaire 7.7. Soit P ∈ Ψ1(X ;E) un choix d’ope´rateur auto-adjoint inversible
dont les valeurs propres sont toutes positives. Alors pour n ∈ Z, le de´terminant
re´siduel admet une de´finition globale sur la composante connexe GnP (X ;E) de P
n
dans Gn(X ;E).
De´monstration. Clairement, Pn posse`de un angle principal. On peut donc de´finir
detR(P
n) en utilisant la de´finition 7.1. Pour A ∈ GnP (X ;E) quelconque, on a alors
que AP−n ∈ G0Id(X ;E) et on pose donc
detR(A) = detR(AP
−n) detR(Pn).

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